Limite de siruri. Limite de functii.
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Functii continue
e Functia f: D — R este continud in punctul a € D care este punct de acumulare pentru D daca si numai
daca l;(a) = lz(a) = f(a).
¢ Orice functie continua pe intervalul | are proprietatea lui Darboux (Vx,x, € I si VAE (f (x), f (xz))
exista ¢ € (xq, x,) astfel incat f(c) =A).
e Daci f:1 — R este monotona si f(I) = Imf este tot interval atunci f este functie continua.
e Daca f:1 — R este continua si injectiva, atunci f este strict monotona.
e Fie f:[a; b] = R este o functie continud astfel incat f(a) - f(b) < 0 atunci exista ¢ € (a; b) astfel
incét f(c) = 0.
e Daca f:[a; b] = R este continud, atunci functia f este marginita si isi atinge marginile (teorema lui
Weierstrass).

Functii derivabile
Definitie: Fie :D — R, x,€ D punct de acumulare pentru D.

Derivata fntr-un punct: f (X,) = lim M

X—>Xp X f— XO
f este derivabila in X ,daca limita precedentd exista si este finita.
Daca f este derivabila in X, , graficul functiei are in punctul M (X,, f (X,))tangenta a carei panta este f'(x,)
Ecuatia tangentei este: vy — f(xy) = f'(x0) (x — x;)
Teorema: Fie :.D—R, x, € D punct de acumulare pentru D= este derivabild in punctul de acumulare X,
o F'(x0) = f'a(xs) € Refinite) > lim )= T00) - iy FOO=106) _ o

X—Xg X=X, X—Xg X=X,
X<Xg X>Xg

Teorema. Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel punct.



Regula lui I’Hospital.
Fie functiile f, g: I = R si x, punct de acumulare pentru I.

Daca:
aca lim f(x) = lim g(x) =0 (respectiv lim |f(x)| = lim |g(x)| = )
a) X—Xq X—Xg X—Xg X—Xg

b) f, g sunt derivabile pe I\{x,}, g'(x) # 0,Vx € I\{x,}
fl&x) _— fx) lirm f'(x)

C) existdlimita lim ——<€R atunci functia L are limita in Xgsi lim—== -
x=xo0 g (x) ) X—X0 g(x) x=x0 g (x)

Proprietitile functiilor derivabile

Definitie: Fie f: D—R. Un punct Xoe D se numeste punct de maxim local (respectiv de minim local) al lui f
daca existda o vecinatate U a punctului Xo astfel incat f(x) < f(x,) (respectiv f(x) = f(x,))pentru orice x
eDNU.

Dacad f(x) < f(xg) (respectiv f(x) = f(x,) ) pentru orice xe D atunci Xo se numeste punct de maxim
absolut(respectiv minim absolut)

Teorema. (Fermat) Fie I un interval deschis si Xo€I un punct de extrem al unei functii f: [>R. Daca f este
derivabila in punctul Xo atunci f’(Xo)=0.

Definitie: O functie f: [a, b] &R (a<b) se numeste functie Rolle daca este continua pe intervalul compact [a,
b] si derivabila pe intervalul deschis (a, b).

Teorema lui Rolle. Fie f: [a, b]> R, a<b o functie Rolle astfel incat f(a)=f(b), atunci exista cel putin un
punct ce (a, b) astfel incat f’(c)=0.

Teorema (teorema lui J. Lagrange). Fie f o functie Rolle pe un interval compact [a, b]. Atunci 3 ce (a, b)
astfel incat f(b)—f(a)=(b—a)f’(c)

Consecinte:

1. Daca o functie derivabild are derivata nula pe un interval atunci ea este constanta pe acel interval.

2. Daca doua functii derivabile au derivatele egale pe un interval atunci ele difera printr-o constanta pe acel
interval.

Rolul primei derivate

Fie f o functie derivabila pe un interval I.

Daca f'(x) > 0(f'(x) = 0),Vx € I, atunci f este strict crescatoare( crescitoare) pe 1.

Daca f'(x) < 0(f'(x) < 0),Vx € I, atunci f este strict descrescatoare(descrescatoare) pe 1.

Observatie: Cu ajutorul primei derivate se stabilesc intervalele de monotonie ale unei functii derivabile si se
determind punctele de extrem local.

Rolul derivatei a doua

Teorema: Fie f o functie de doua ori derivabila pe L.

Daca f'(x)>0,Vx e l, atunci f este convexi pe 1.

Daca f'(x) <0,Vx e l, atunci f este concavi pe I.
Definitie: Fie f o functie continua pe I si X, €| punct interior intervalului. Spunem ca X, este punct de
inflexiune al graficului functiei daca f este convexa pe o vecinatate stdnga a lui X,$i concava pe o vecinatate
dreapta a lui x,sau invers.

Observatie: Cu ajutorul derivatei a doua se stabilesc intervalele de convexitate si concavitate si se determina
punctele de inflexiune.



Asimptote orizontale
Pentru a studia existenta asimptotei orizontale spre +oo (sau —o0) la graficul unei functii se calculeaza:

Jim f(x) sau ( lim f(x))

e Daca limita nu exista sau este infinitad atunci graficul functiei nu are asimptota orizontald spre +oo (sau —0)
e Daca limita exista si este finitd si este egala cu un numar real ¢, atunci graficul are asimptota orizontala
spre +oo (sau —0), care este dreapta de ecuatiey = €.
Asimptote oblice
Asimptota oblica spre +oo (daca existd) are ecuatia y = mx + n , unde:
f&)

m= lim——€eR"
X—00 X

n = lim[f(x) —mx] €R
X—00
Analog se studiaza existenta asimptotei oblice spre —o.
Daca o functie admite asimptote orizontale atunci ea nu admite asimptote oblice si reciproc.
Asimptote verticale

Fie f:D - R, x, € D punct de acumulare pentru D. Dreapta x = x, este asimptotd verticala la stanga
(respectiv la dreapta) pentru graicul functiei f daca I;(x,) = too (respectiv l;(xy) = to0)

Derivatele functiilor elementare | Derivatele functiilor compuse Cazuri particulare
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Integralele nedefinite a functiilor uzuale

Integralele nedefinite a functiilor compuse
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Formula lui Leibniz-Newton:

f;f(x)dx =F(x)|a = F(b) — F(a), F'(x) = f(x), F este primitiva functiei f.

Fie f:[a; b] - R,a < b, o functie continua. Atunci:

[Efdx = 0si [ f()dx = — [ f(x)dx

Fie f:[a; b] = R o functie si ¢ € (a; b), astfel Incat f continua pe [a; c] si [c; b]. Atunci are loc relatia:

jbf(x)dx = ]Cf(x)dx + jbf(x)dx

Formula de integrare prin parti a integralei nedefinite:

ff(X)g’(X)dx =f0g(x) - ff’(X)g(x)dx

Formula de integrare prin parti a integralei definite:

b
f f)g' (x)dx =f(X)g(X)|3—f f'x)g(x)dx

Aria subgraficului unei functii

Daca f:[a; b] — R este o functie continua pozitiva atunci: A(Ff) = fab f(x)dx

Volumul unui corp de rotatie

Daci f: [a; b] - Reste o functie continud atunci: V(C;) =1 fabfz(x)dx




